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Zur Quantentheorie des elektrischen Restwiderstandes *

I. Systeme kleiner Storstellendichte
A. Raun

Sektion Physik der Universitdt Miinchen, Lehrstuhl Prof. Dr. H. Bross

(Z. Naturforsch. 24 a, 170—181 [1969] ; eingegangen am 16. Oktober 1968)

For the tensor of electrical conductivity of a crystal with static impurities a convergent series
expansion is found in which the individual terms represent the multiple scattering of a quasi par-
ticle. The theory is suited to calculate quantum mechanically the residual resistance for both low
and high concentration of impurities. For a small concentration and for free electrons the Boltz-
mann transport equation can be rigorously justified using the exact scattering cross section for the
transition probability in the collision term rather than the cross section in the Born approximation.

Zur Berechnung des elektrischen Widerstandes
wird die Boltzmannsche Transportgleichung bis
heute vielfach angewendet. Die Streuprozesse der
Elektronen, die fiir den Widerstand maligebend sind,
werden im sogen. Stofiterm berticksichtigt. Charak-
teristisch fiir diese halbklassische Theorie ist ein In-
formationsverlust bei der Beschreibung von Mehr-
fachstreuungen. In der Boltzmann-Gleichung werden
ndmlich nur solche Mehrfachstreuungen erfalit, bei
denen die Elektronen den Ort der vorausgehenden
Storstelle jeweils ,,vergessen® haben.

Es sind mehrere Versuche unternommen worden,
die Vernachldssigbarkeit dieser Phasenkorrelation
quantenmechanisch zu begriinden. PAuL1! nahm an,
dal} zwischen aufeinanderfolgenden Streuungen je-
weils ein Meprozell zu denken ist, der eine Phasen-
mittelung bewirkt. Diese Begriindung ist ziemlich
problematisch, da solche Mefiprozesse in Wirklich-
keit nicht durchgefithrt werden. Geraume Zeit spater
konnte VAN HOVE ? die Boltzmann-Gleichung quan-
tenmechanisch begriinden, ohne auf eine wiederholte
Phasenmittelung zuriickgreifen zu miissen. Aller-
dings mullite er dabei voraussetzen, daf} die Ein-
schaltdauer des elektrischen Feldes mit dem Kopp-
lungsparameter des Storstellenpotentials verkntipft
ist — eine ebenfalls nicht unbedenkliche Annahme.
Erst 1957 konnten KOHN und LUTTINGER? eine
physikalisch iberpriifbare Annahme zur Begriin-
dung der Phasenmittelung bei Mehrfachstreuung
angeben. Diese Annahme besteht darin, dali iber
die Lage jeder Storstelle mit einer Gleichverteilung

* Uber die Ergebnisse dieser Arbeit wurde in Berlin auf der
Friihjahrstagung 1968 der Deutschen Physikalischen Ge-
sellschaft berichtet.

1 W. PauLl, Festschrift zum 60. Geburtstag Sommerfelds,
Leipzig 1928.

gemittelt wird, und zwar unabhéngig von den Lagen
der tibrigen Storstellen.

Die von KOHN und LUTTINGER vorgeschlagene
Mittelung kann bei sehr verdiinnt vorliegenden Stor-
stellen gerechtfertigt werden, solange keine Orts-
korrelation zwischen den einzelnen (im Mittel sehr
weit auseinanderliegenden) Storstellen besteht. Bei
hoher Storstellendichte dagegen darf tiber die Lagen
der Storstellen nicht mehr unabhéngig von den tbri-
gen Storstellen gemittelt werden. Man kann dann
nicht mehr erwarten, dafl die Phasenkorrelation bei
Mehrfachstreuung vernachlassigt werden darf, so
dall die Verwendung der Boltzmann-Gleichung be-
denklich wird.

Eine fiir hohe Storstellendichte geeignete Theorie
des Restwiderstandes versuchte FujiTa* aufzustel-
len. Sie enthilt jedoch die schwerwiegende Annahme,
daB die Propagatoren, die die Bewegung des Elek-
trons zwischen zwei Streuungen beschreiben, von
vornherein diagonal sind. MURASE ® hat die Theorie
FujiTas auf ein zweidimensionales Modell geringer
Storstellendichte angewandt; die Voraussetzung dia-
gonaler Propagatoren kann in diesem Fall gerecht-
fertigt werden.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine kon-
sistente Theorie des elektrischen Restwiderstandes
zu entwickeln, die sowohl fiir kleine wie hohe Stor-
stellendichte geeignet ist. Dabei beschranken wir
uns auf ein System nichtwechselwirkender freier
Elektronen, die an abgeschirmten, atomaren Fehl-
stellen gestreut werden. Im Fall kleiner Dichten be-

2 L. vaN HoVg, Physica 21, 517 [1955].

3 W. KoHN u. J. M. LUTTINGER, Phys. Rev. 108, 590 [1957].

4 S, Fujita, Technical Report Nr. 6, Office of Naval Report,
Univ. Oregon 1964.

5 CH. MURASE, J. Phys. Soc. Japan, Vol. 21, 9, 1737 [1966].
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QUANTENTHEORIE DES ELEKTRISCHEN RESTWIDERSTANDES

griinden wir die Boltzmann-Gleichung unter Verwen-
dung der von KOHN und LUTTINGER eingefiihrten
Mittelung streng quantenmechanisch. Als wesentli-
ches Resultat erhalten wir dabei, dafl die Uber-
gangswahrscheinlichkeit im Stofterm der Boltzmann-
Gleichung nicht in Bornscher Nédherung zu nehmen
ist, wie dies in den zitierten Arbeiten von PAULI,
vAN HOVE und von KOHN und LUTTINGER erfolgt
ist, sondern durch den exakten Streuquerschnitt einer
Storstelle auszudriicken ist. Dieses Ergebnis ist nicht
unerwartet, nachdem LANGER® 1960 fiir den Fall,
dal} eine Relaxationszeit existiert — was nur unter
sehr speziellen Voraussetzungen moglich ist? — eine
entsprechende Ubergangswahrscheinlichkeit erhalten
hat.

Als System hoher Storstellendichte wird im zwei-
ten Teil der Arbeit die Legierung CugAu untersucht.
Insbesondere wird der Einflufl der Nahordnung auf
die Phasenkorrelation bei Mehrfachstreuung ein-
gehend behandelt und die Resultate mit den ent-
sprechenden Ergebnissen der Boltzmann-Gleichung
verglichen.

1. Darstellung des Leitfiahigkeitstensors
durch die Resolvente

Die lineare Reaktion (response) unseres Elektro-
nensystems auf ein elekirisches Feld ist durch den
Leitfahigkeitstensor ¢;; bestimmt. Fir 6;; verwenden
wir eine aus dem Kubo-Formalismus resultierende
Darstellung, die auf GREENwOOD ® zuriickgeht.

),

0
mz (m|L;|n){(n|I;|m)6(E—-E,) 6(E—-E,).

Dabei ist /; die i-te Komponente des Stromoperators,
f=(14+eE=9%)~1 die Fermische Verteilungsfunk-
tion, wobei { die Fermi-Energie und f=1/kT der
iibliche Temperaturfaktor ist. |m) bzw. E,, ist ein
Eigenzustand bzw. Eigenwert zum Hamilton-Opera-
tor H, der die Wechselwirkung mit dem Storstellen-
potential, jedoch nicht mehr diejenige mit dem &ufle-
ren elektrischen Feld enthdlt. 0 ist die Diracsche
Delta-Funktion. Schlielich ist ¥ das Behaltervolu-
men des Elektronensystems und % die Plancksche

6 J.S. LANGER, Phys. Rev. 120, 3, 714 [1960].

7 H. Bross, Festkorperprobleme, Bd. 5, Verlag Vieweg,
Braunschweig 1966.

8 D. A. GREENWOOD, Proc. Phys. Soc. London 71, 585 {1958].
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Konstante dividiert durch 2zz. In Gl. (1) ist die
Spur iiber die Spinzustinde durch einen Faktor 2
bereits berticksichtigt. Mit Hilfe der Darstellung

77]74 ) 1 _ i | -
2ai | E—En—ic¢ E—Ep+tic
(2)

der Resolvente

8(E—E,) = lim

e—>0

fir die O-Funktion und mittels
R(z) = (z— H) 7! erhalt man

(==}

. of
lim dE 3

e—>0

h

0ij = 2aV

Spur(;[R(E—ig) —R(E+i¢)]
‘L[R(E—i¢) —R(E+ig)]).

(3)

Gl. (3) wurde bereits auf andere Weise von LAN-
GER ¢ abgeleitet.

Fiir die ndherungsweise Berechnung von R(z)
werden wir H in Hy+ 4 H, zerlegen?. Dabei ist H,
der translationsinvariante Anteil von H, der zu einer
unendlichen Leitféhigkeit fithren wiirde. Der nicht-
translationsinvariante Operator H, fihrt im Fall
einer endlichen Storstellendichte zu einer endlichen
Leitfahigkeit (Dissipation). In einer Stoérungstheo-
rie, die von H, als ungestortem Operator ausgeht,
miissen Terme beliebig hoher Ordnung in 4 mit-
genommen werden, da bekanntlich 2 6;;(4) fiir kleine
A proportional 472 ist. Der wesentliche Vorteil der
Formulierung (3) gegeniiber (1) besteht darin, dal3
die exakten Eigenzustinde |m) des Hamilton-Ope-
rators H nicht berechnet werden miissen und eine
dabei notwendige Renormierung®!! vermieden
werden kann. Ein weiterer Vorteil der Formulierung
(3) ist, daB die storungstheoretische Berechnung
der Resolvente zu anschaulichen, in der Sprache der
Quasiteilchen interpretierbaren Ergebnissen fiithren
wird.

2. Storungstheorie fiir die Resolvente
eines dissipativen Systems

Die Resolvente R(z) =(z—Hy—2H;)™! kann
wie folgt in eine Potenzreihe nach dem Parameter 4
entwickelt werden:

R(z) =d+AdH,d +?2dH,dH,d+..., (4)

9 ] ist ein GroBenordnungsparameter, der spiter 1 gesetzt
wird.

10 L. vAN Hovg, Physica 21, 901 [1955].

11 N. M. HUuGENHOLTZ, Physica 23, 481 [1957].
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wobei d = (z—H,) ! ist. Die Eigenzustinde zu H,
bezeichnen wir mit |a) und denken dabei konkret
an Impulseigenfunktionen bzw. Bloch-Funktionen.
Das Volumen V' soll zunachst endlich sein, so dal}
die Quantenzahlen a als diskret betrachtet werden
konnen. Ferner soll der Normierungsfaktor 1/V ex-
plizit vor das Zustandssymbol geschrieben werden.
Es gilt also

%(ala,>=6a.a'$ (5)

wobei 0, . das Kronecker-Symbol ist.
Fiir positive reelle z divergiert zunachst die Reihe
(4) termweise. Um dies zu verdeutlichen, betrach-

ten wir ein Diagonalmatrixelement [-ter Ordnung
aus (4):

MO= < (a]d(z) Hyd(z) ...H d(z)|a) (6a)

1 |
2 % da<aiH1f°‘1> dyg,

1 1 1
g g T/izﬁi/r ar-1
-(a1[H1|a2>da,...(al_I]Hl}a)da (6b)
mit

d,(z) = (z—&) ™' und Hy|a)=¢,|a). (7)

d (z) wird gelegentlich als Propagator des freien Teil-
chens bezeichnet. In der Darstellung (6 b) sind Z!*
Summanden enthalten, wenn Z die Anzahl der mog-
lichen Zustinde a) ist. Von diesen Summanden be-
trachten wir den Fall |a,) =|a) =...| o () =]a)
gesondert. Dieser gibt zu M den Beitrag

G Ll Hy o). ®)

Im folgenden verwenden wir als Stéroperator

N
H=2U(r-R,),

=1
wobei R, den Ort einer Fehlstelle angibt. Es wird
dabei angenommen, dal} nur gleichartige Fehlstellen
vorliegen und daf} jede Fehlstelle unabhingig von
den iibrigen durch die Elektronen abgeschirmt wird.
Die letzte Voraussetzung ist im hier untersuchten
Grenzfall, Storstellendichte n— 0, zuldssig. Unter
Ausnutzung der Translationssymmetrie von H, er-
hélt man

(a| Hy|a) =N(a| U(r)]|a). (9)
Hieraus folgt fiir (8)

() &1talvmla. (10)

A.RAUH

Der Summand (10) ist vom Verhiltnis n= N/V ab-
héngig und verschwindet deshalb fiir /' — ~ nicht.
Dieses Ergebnis laf3t sich anschaulich dadurch verste-
hen, dal} die von den einzelnen Stérstellen ausgehen-
den Streuwellen in Vorwartsrichtung nicht destruk-
tiv interferieren. Weiterhin entsteht fir z=¢,+i¢
im Propagator d,(¢,+17¢) ein Pol, so da} der erste
Term aus (10) von der Ordnung (1/¢)**! divergiert.
Da M® Diagonalmatrixelemente M®) mit » <[ ent-
hilt, sind in den restlichen Summanden von (6b)
weitere Polterme (1/¢)”*! vorhanden.

Dem Vorgehen vAN HoVEs ? folgend, werden die
zu Divergenzen fiihrenden Vorwirtsstreuanteile M)
getrennt aufsummiert. Man zerlegt hierzu die Ma-
trixelemente der Resolvente in Diagonal- und Nicht-
diagonalglieder (abgekiirzt mit Suffix diag bzw.
ndiag) .

1 ’ 1 ’
S aR@)| &) =Dubwt b (al R ) naiae
(11)
oder in Operatorschreibweise
R(z) = D(z) +R(z2) ndiag -

Ferner hat man fiir R(z) die Reihendarstellung (4)
eingesetzt und die einzelnen Matrixelemente nach
dem Muster von (6b) durch Einschieben von Zwi-
schenzustinden ausgerechnet zu denken. Die par-
tielle Aufsummation der Vorwirtsstreuanteile fiihrt
jetzt zu der folgenden Reihendarstellung 2

1

v

’ 1 / ’
(a|R(2)| o )ngiag= 5 |Da({a|Hyla") D+ 2 -

1

De(a|Hylay) Do (ay | Hy[a) Dot

irreduz.

mit a=a (12 a)

oder in Operatorschreibweise

R(2) naiag = [D(2) Hy D(2) +D(z) Hy D(z) H, D(2)

T -] irreduz. ndiag » (12 b)

wobei irreduzibel bedeutet, daf} die Zwischenzustande
paarweise verschieden sein miissen. Die Darstellung
(12) fur die Resolvente kann vom mathematischen
Standpunkt aus als eine Umordnung der urspriing-
lichen Reihe (4), die bei endlichem Imaginarteil der
Variablen z ebenfalls konvergiert, angesehen wer-
den. Eine Aquivalenz zwischen (4) und (12) besteht
jedoch nur im Grenzfall unendlich groflen Volu-
mens > 11, Eine genauere Diskussion dieses Sachver-
halts wurde vom Verfasser durchgefiihrt 2.

12 A, RAuH, Dissertation, Universitdt Miinchen 1968.
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Der Diagonaloperator D(z) lafit sich ebenfalls
durch eine renormierte Reihe darstellen 2

D(z) =d(z) +[D(z) H,d(2) (13)
+D(Z) H1 D(Z) H1 d(z) +.. -]irreduz,ndiag .

Mit der Abkiirzung
G(z) =[H 4+ H,D(z) Hy +.. Jirreduz. ndiag
ergibt sich

(14)

D(z) =(z—Hy—G(z)) L

Bei dissipativen Systemen besitzt lim G,(E +1i¢)
=0

(15)

mit £>0 einen endlichen negativen Imaginirteil 2.
Der Propagator D,(E) beschreibt deshalb ein Teil-
chen endlicher Lebensdauer. Da D,(z) im physika-
lischen Bereich (z: positiv reell) im Gegensatz zu
d,(z) keinen Pol mehr aufweist, sind die renormier-
ten Reihen (12), (13) und (14) im allgemeinen
konvergent. Von Bedeutung ist ferner, dal} in der
von VAN HOVE aufgestellten Storungstheorie nur
Diagonalmatrixelemente des Propagators D(z) ein-
gehen, ohne da} eine Annahme tiber die Storstellen-
verteilung (z. B. die KOHN-LUTTINGER-Mittelung)
gemacht werden mu8.

Die Darstellung (13) fir D(z) wurde von VAN
HoVE % und spiter von CHESTER und THELLUNG 13
sowie VERBOVEN ! in eine zeitabhéngige Storungs-
rechnung eingebaut. Im Gegensatz zu diesen Autoren
werden wir an der zeitunabhidngigen Formulierung
festhalten, und diese im folgenden noch weiter aus-
bauen.

Hierzu betrachten wir die Reihendarstellung (14)
fir G(z). Wenn man zunachst die durch ,,irreduzi-
bel“ geforderte Summationsbeschrankung vernach-
lassigt, so laft sich die Reihe durch folgende Inte-
gralgleichung erzeugen.

T=H{+HD(z) T. (16)
T besitzt die Struktur einer Streumatrix. Setzt man
fiir H, das Storstellenpotential % U(r,R,) ein, so
1aBt sich eine Grofe T, deﬁniereﬁ—dlurch

T,=U(r,R,) +U(rR,) D(z) T, (17)

N
mit 2.T,=T.
=1

(17 a)

13 G. V. CHESTER u. A. THELLUNG, Proc. Phys. Soc. London
73, 755 [1954].
14 E. VERBOVEN, Physica 26, 1091 [1960].
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Zum Potential U(r, R;) definieren wir nun in Ana-
logie zum Fall freier Teilchen® folgende Streu-
matrix

t,=U(rR,) +t,D(z) U(r,R,). (18)

t, beinhaltet die Streuung von Teilchen endlicher
Lebensdauer an der durch den Ortsvektor R, ge-
kennzeichneten Storstelle. Wir fassen nun (18) als
Integralgleichung fiir das Potential auf und eliminie-
ren in (17) U(r,R,) zu Gunsten von t,. Man er-
halt nach kurzer Umformung

To=t,+t,D(2) 2 T,. (19)
P'(¥p)

T, ist cum grano salis die von der Storstelle R,
ausgehende Streuwelle. Diese setzt sich additiv zu-
sammen aus der Streuwelle, die von der urspriing-
lich einfallenden Welle hervorgerufen wird (z,) und
der Streuamplitude, deren Einfallswelle aus den von
allen iibrigen Storstellen ausgehenden Streuwellen
resultiert. Durch Iteration von (19) erhilt man,
wenn gleichzeitig iber p summiert wird

N . =
T=32 tp+ 28, D) ty
ptp’

=1
+2t,D(2) ty D(2) ty' +....
p¥p Ep”

(20)

Die einzelnen Terme in (20) beschreiben Einfach-,
Zweifach-, Dreifachstreuung usw. eines Quasiteil-
chens. Matrixelemente, die Mehrfachstreuung an
sehr weit auseinanderliegenden Storstellen beinhal-
ten, liefern, wegen der endlichen Lebensdauer des
durch D(z) beschriebenen Quasiteilchens, einen ex-
ponentiell kleinen Beitrag. Infolge dieser Eigenschaft
ist die Konvergenz der Reihendarstellung (20) si-
chergestellt. Wenn D(z) in (20) durch den Propa-
gator d(z) eines freien Teilchens ersetzt wird, so
erhdlt man einen bereits von GOLDBERGER und
WATSON 16 auf andere Weise abgeleiteten Ausdruck
fir die Mehrfachstreuung. Diese nichtrenormierte
Reihendarstellung divergiert jedoch wieder term-
weise, wenn man bei endlicher Storstellendichte phy-
sikalische Werte fir z verwendet.

Wir setzen nun die fiir 7 gefundene Reihendar-
stellung (20) in den Ausdruck (14) fir G(z) ein
und berticksichtigen die Beschrankung auf irredu-
zible Zwischenzustande. Dabei niitzen wir aus, dal}

15 A. MEessiAH, “Quantum Mechanics”, North Holland Publ.
Comp., Amsterdam 1965, S. 840.

16 M. L. GoLDBERGER u. K. M. WaTsoN, Collision Theory,
John Wiley, New York 1965.
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diese Beschrinkung auf die Berechnung der Streu- verwenden wird. Eine n-Abhéangigkeit tritt jeweils
- ” ; N

i e [diese ist %unach.st = Form der aus (18) durch die Storstellensummation > auf, ferner im-

resultierenden Iterationsreihe in Formel (20) ein- N o =1

gesetzt zu denken] ohne Einfluf} ist. Da néamlich ¢, plizit im Quasnellchenprogagator D(z) bzw. der

nur von einer einzigen Storstelle abhingt, bilden renormierten Streumatrix ¢,. In niederster Nahe-

die in der Reihendarstellung von tp wegzulassenden ~ TUng bzgl. der Storstellendichte gilt nun

Summanden im Limes V' — oo eine Nullmenge. Die . 1N

Beschrinkung ,,irreduzibel wirkt sich also nur noch 6L’ (5) = v Z=1<a |ty ] a). (22)

auf die zwischen die Streumatrizen tp einzuschieben- !

den Zustinde aus. Wir erhalten deshalb fiir die Re- Dabei ist ¢, die Streumatrix eines freien Teilchens

solvente R(z) bzw. die Energieverschiebung G(z) und geniigt der Integralgleichung

Reihendarstellungen, die in anschaulicher Weise die t,=U(r,R,) +U(r,R,) d(z) t,. (23)

Mehrfachstreuung eines Quasiteilchens beschreiben.
Mit dem speziellen Potential U(r,R,) =U(r—R,)

R(2) naiag=D(z z t,,+ E tp D(z) tp [sieche Ausfiihrungen zu Formel (9)] ergibt sich
-]1rreduz. ndiag D(Z), (20) <a ‘ ty | a,> = <a I t ‘ a,> CXP{ _i(ku = ka’) Rp} ’ (24')

G(z) = [Zt + Zt (2) PR PP ¢ 1 | wobei ¢ die Streumatrix bzgl. der im Nullpunkt be-
! ) i eduz. dias findlichen Storstelle bedeutet und Kk, die Eigenfunk-

tionen des Translationsoperators klassifiziert. Fir
3. Berechnung des Quasiteilchenpropagators die Energieverschiebung und den Quasilteilchen-

propagator erhélt man jetzt in erster Naherung
D (z) kann mit Hilfe von (15) und (21) iterativ ) S _
berechnet werden, wobei man als Entwicklungspara- i’ (2) =n(alt|a’) =nt(a,a;2), (25)

meter zweckmifligerweise die Storstellendichte n DY (2) = (z—¢eq—nt (a,a;2)) 7L (26)

Um die Brauchbarkeit der 1. Naherung fiir D,(z) auch fir endliche (natiirlich nicht zu hohe) Storstellen-
dichten sicherzustellen, schitzen wir die n®-Terme von G,(z) fiir das Modell freier Elektronen ab. Man
erhilt zwei Korrekturen. Die eine stammt von der n-Abhéngigkeit der renormierten Streumatrix ;,,, die
andere von der Vielfachstreuung an jeweils zwei verschiedenen Storstellen p und p’. Im zweiten Fall er-
hilt man:

1

(20) __
Gy 7

2 D(k|t,d(2) ty +1,d(2) tyyd(2) tp+...|B)irreduz. » (27)
v

wobei (7| k) eine Impulseigenfunktion darstellt. Die ersten beiden Terme von (27) lauten explizit unter
Verwendung von (24)

1 .
O e 33 itk de (2) kB expl —ik— k) (R,~Ry)) o)

b) ! k,+k Jt(k k,) dx, (z) t(ky, Ks) dr, () t(Ky, k) expl —i(ks—K,) (R,—R,)}.

v Hzp’ by &, [kz
Die Beschrinkung auf irreduzible Zwischenzustande in (28) bedeutet, dal} gewisse Vorwirtsstreuanteile
wegzulassen sind. Wir werden die beiden Matrixelemente (28) zundchst ohne Summationsbeschriankungen
berechnen. ,,Verbotene* Vorwértsstreuanteile konnen am Ende der Rechnungen leicht identifiziert und
eliminiert werden. Die ,,k“-Summationen erfolgen nach Standardmethoden !?. Man geht zur Fourier-Trans-
formierten der Streumatrix iiber, nimlich t(k, k) = [ t(k,r) exp{i k, 1} d r, und niitzt aus, daf} der
mittlere Abstand zweier Storstellen | R, — R, | sehr grol gegen die mittlere Reichweite des Potentials U (T)
ist. Man erhilt in erster Ndherung

17 A. MEssiaH, Quantum Mechanics, North Holland Publ. Comp., Amsterdam 1965, S. 854.
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1 2m 1 exp{i k| R,~ Ry [}
a) T um RV +Z t(k, k.77 t(k.? k) exp —i k(R,—R,) } 'R,_R, | ,
1 , , 2m ,%B{,lk |R —Ry, l}) (29)
b) V p.*zp't(ka - kzpp) t( . kzpp > kzm) ) t(kzpp s k) ( 4 hg l R Rp I
, 2mz R, R
Dabei bedeutet k,= ‘/—*hg ~ und k)7 =k, |R

Bei der Berechnung der elektrischen Leitfiihigkeit benﬁtigt man fiir £ und %, nur Werte in der Umgebung
der Fermi-Kante. Die zu (29)a bzw. (29)b gehorenden Streuprozesse sind in der Abb. a und b skizziert.
(Die Formeln sind von rechts nach links zu lesen.) An den Punkten R, bzw. R, findet jeweils ein Streu-
akt statt, der mathematisch durch eine Streumatrix beschrieben wird. Die Ein- und Ausginge erhalten den
Phasenfaktor exp{ikR,}, exp{ikR,} bzw. exp{ —ikR,}, ex?{ —’z Kk R,,} Verbindungslinien zwi-
1 2m explik, R,—
schen zwei Storstellen werden durch den Propagator in B2 R, R
Beschrankung auf irreduzible Zwischenzustinde zu berticksichtigen, darf in den Ausdriicken (29) nur
derart iiber p und p’ summiert werden, daB an keiner Storstelle Vorwirtsstreuung auftritt, d.h. in den
Streuprozessen der Abb. a und b darf der Differenzvektor R, — R, nicht parallel zur Einfallsrichtung k
sein.

Dies ist in (29) durch einen Strich an den beiden Summationszeichen angedeutet. Der Streuprozefl in
Abb. ¢ sowie die iibrigen Mehrfachstreuungen, die in G?® von (27) enthalten sind, miissen innerhalb
unserer Niherungsrechnung ausgeschlossen werden, da jeweils mindestens zwei gleiche Zwischenzustinde
(in Abb. ¢ durch Doppelpfeile hervorgehoben) auftreten.

Die Storstellensumme in (29) wird nun mittels der von Kohn und Luttinger angegebenen Mittelung
durchgefiihrt. Dabei wird angenommen, daB8 die Wahrscheinlichkeitsdichte, eine Storstelle an einem belie-
bigen Raumpunkt vorzufinden, konstant ist. Man ersetzt also > durch N [ d®R,/V, wobei N die Anzahl

— dargestellt. Um die

der Storstellen ist. Zur Physik dieser Mittelungsvorschrift ?st folgendes zu sagen: Eine konstante
Wahrscheinlichkeitsdichte ist nur dann gerechtfertigt, wenn keine Korrelation zwischen den Storstellen ge-
geben ist, was bei einem sehr verdiinnt vorliegenden Fehlstellensystem vorausgesetzt werden darf. Dal}
die Summe iiber die verschiedenen Lagen R,, die bei gegebener Metallprobe eindeutig festliegen, durch
einen Ensemblemittelwert ersetzt werden darf, kann man auf folgende Weise einsehen: Die beliebig grofle
Metallprobe ist in sehr viele Makrobldcke eingeteilt zu denken, so dafl das Ensemble durch diese Makro-
blocke dargestellt wird und die Mittelung in Wirklichkeit iiber einen Makroblock geht. Die explizite Be-
rechnung der Storstellensumme (29) ist im Anhang durchgefiihrt. Man erhilt fir k;|R,—R,|>1 in
1. Naherung

(30)

i 2 27 3
CED (0) = — Jp 0k, — ) —nt Ll ek, — ) X 20 570 -

Dabei ist k: ein Wellenvektor auf der Fermi-Kugel und f;({) die Streuamplitude zum Drehimpuls [ und
zur Fermi-Energie (; f; ist exakt definiert durch
1 k30 = — o Anf(®) = — o da SfPcos?) mit &L
7

Als zweiten Korrekturterm zur Selbstenergie G$(z), der in der n-Abhingigkeit der Streumatrix ¢ (K, k; z)
seinen Ursprung hat, erhilt man
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Dieser Ausdruck 1af3t sich mittels der Integralgleichung ;= U(r) +U(r) D(z) ; durch die Ableitung des
Propagators D(z) ausdriicken. Es ergibt sich

G (z) =21 Zt(k k,; z) [aDkl (Z)] BRI SRp (32)

Eine elementare Berechnung von (32) ist moglich, wenn K auf der Energieschale z endigt und ein Kasten-
potential vorausgesetzt wird. Die Streumatrix kann dann mittels der Relation

t(ky, ks 2) = (ky |[U(r) |y (7)), (33)
wobei y () die Streuwellenfunktion zum Potential U(r) ist, exakt durch die Streuphasen 7);(¢;) ausge-
driickt werden. Die restliche k;-Summation 1alt sich — mit einigem Aufwand — ebenfalls elementar aus-

fiihren 2, Es ergibt sich grofenordnungsmafig
G (&) m2an? t(hes, s £ +i0) 1(kee, Ty £ +i0) -, (34)
0

wobei v, die Potentialstirke von U(r) ist. In (34) wurden Terme komplizierterer Struktur vernachlassigt,
nachdem festgestellt wurde, daf} sie fiir Daten von Na im schlimmsten Fall die gleiche Groflenordnung wie
der hier angegebene Term erreichen.
Fiir das Verhiltnis der n2-Terme zur ersten Niherung G [Formel {25)] erhilt man schlieBlich
|G (D)6 (O) |=n|1(k:, (35)
Dabei bezeichnet AL die durch die Stofe bedingte Energieunschirfe der Elektronen an der Fermi-Kante.
Ferner ergibt sich

GP (0) |G (O)|=n|t(k:, k)| /vy =~AL/v, . (36)

Die Potentialstirke v, ist bei einem Kastenpotential nicht unmittelbar gegeben. Man kann sie jedoch aus
der leichter zuginglichen Potentialreichweite r, (= Gitterkonstante) mittels der Friedelschen Summenregel 18,
die die Abschirmung durch die freien Elektronen beriicksichtigt, berechnen. Fiir Na z. B. erhilt man eine
vy von der Grioflenordnung der Fermi-Energie.

Das Verhaltnis A/ ist auch bei Legierungen, die als Systeme hoher Storstellendichte anzusehen sind.
klein gegentiber 1. Eine grobe Abschitzung erhélt man, wenn man A{ iiber die Unscharferelation mit der
mittleren freien Flugzeit 7 eines Elekirons in Beziehung setzt und 7 aus den gemessenen Werten fiir den

Restwiderstand o0 = e;n berechnet.

4. Herleitung der Boltzmannschen Transportgleichung im Grenzfall sehr kleiner Storstellendichte

Wir verwenden weiterhin das Modell des vorangehenden Abschnitts: freie, nicht wechselwirkende Elek-
tronen, die an lokalisierten Storstellen gestreut werden. Ein Vergleich mit dem quantenmechanischen Aus-
druck (3) fiir o;; legt es nahe, eine ,spektrale® Leitfahigkeit 0;;(£) wie folgt zu definieren:

w— de ! o (E (37)
Mit den bereits von LANGER ¢ fiir den isotropen Fall eingefithrten Abkiirzungen
a) it =5 % f‘z (I | R(E+i0)| k') ki ki (K| R(E+i0) | ) ,
b) K== % o L (k| R(E+i0)| K) ki b (K| R(E—i0) ] k) (33}

18 H. Bross, Elektronentheorie der Metalle, enthalten in: A. SEEGER, Moderne Probleme der Metallphysik, Springer-Verlag,
Berlin 1965.
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erhilt man, wenn Gl. (3) mittels der Relation R(z*) = R* (z) etwas umgeformt und (k|/;| k) =V eik Ok, K
beniitzt wird,
3 2 L
0y(E) = — < (Realt K * —Kjj ™). (39)

Fiir die ,,K“-Funktion hat LANGER ¢ eine Bethe-Salpeter-Gleichung angegeben, die eine einfache Gestalt
annimmt, wenn man fiir n— 0 liber die Lagen der einzelnen Storstellen mittelt und eine Relaxationszeit
voraussetzt. Die zuletzt genannte Annahme werden wir nicht verwenden. Ferner werden wir die ,,K“-Funk-
tionen nicht durch eine Integralgleichung, sondern durch die fiir R(z) angegebenen Reihen (20) und (21)
darstellen.

Der Quasiteilchenpropagator Dy (E) kann im Limes n— 0 in die Form [s. Formel (26) ]

DulEY = 38 5 Tl (40)

gebracht werden, wobei T kp diejenigen Nullstellen von kg?— k%> — (2m/h?) nt(k,k;E) sind, die fiir
n—0 in kg (h®kg?/2m=E) iibergehen. Fiir kp ergibt sich explizit, wenn man das optische Theorem
fir den Imaginarteil von ¢(k, k; E) verwendet

Realt kp =kp +0(n); Imag(—Fkp) =x= +n2(kg) +0(n?). (41)

Dabei ist 2 (kg) der Gesamtstreuquerschnitt zum Einfalls-Wellenvektor kg. Mit Di(E) kann jetzt wie
mit einer freien Green-Funktion gerechnet werden:

1 . =0 2m exp{ikg|R,— R, |}
Sie (R, ~Ry) = Sexp{—ik(R,~Ry)} D (B) = — "= ,—ifl—)_;’{p,iff”ff (42)

exp{ —=|R,—Ry[}.

# darf nicht vernachlassigt werden, da sonst von vornherein eine unendliche Leitfdhigkeit entstehen wiirde.
Die Summation iiber die Zwischenzustinde in den Matrixelementen der Resolvente R(z) [Formel (20)]
kénnen jetzt mit den zu (29) fiihrenden Methoden durchgefiihrt werden. Beriicksichtigt man ferner, daf}

fir n— 0 die renormierte Streumatrix ¢ durch die Streumatrix ¢ eines freien Teilchens ersetzt werden
darf, sowie die Invarianz gegeniiber Zeitumkehr (k|R(E) k') =( -k |R(E)| —k), so erhilt man fol-
gende Ausdriicke fir die ,,K“-Funktionen

K dag = % k (E) ki k; (43 a)
allgemeiner Term von K;} fgiag = Vld Zk DiDy ki k} ; Z* 5, exp{ —i kR, } t(k. k%™) Sk (Rs, —R,)
k=K a; T asF...
o t(kE LK) exp{i K Rul}l (43 b)
irreduz.
[ > explik Ry, } t(k, | ) SkE(R,g, —Ry) . ot (K P K'Y exp{ —i K Rgm}}
B1F Bt F Bm irreduz.
& diag = 3 %Dk (E) Dy (E) kik;; (44 a)
allgemeiner Term von Kif naiag = ';3' hzk’ [ Dy 2 ’ Dy 2k; kj,
{ Z exp{ —i kR, } t(k, k&™) Siz (R, —R,) ...t(KE*™, k') exp{i K Ra,}} (44b)
o FaF...Fa irreduz.
l > explik Ry} t* (k. k§®) Sip (Rs, —Rp) ...t (K K') exp{ —i kK’ R; m}J
B1% BT bm irreduz.

Der Term (44 b) beinhaltet im wesentlichen die Interferenz einer [-fach gestreuten Welle mit einer m-fach
gestreuten Welle. Wir zeigen nun, daf} diejenigen Terme aus (44 b), die die Interferenz einer Streuwelle
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mit sich selbst darstellen (inkohérenter Anteil) und die von der Streuung an paarweise verschiedenen Stor-
stellen herrithren, proportional 1/% bzw. 1/n sind. Hierzu niitzen wir aus, daB | D;(E)|? beziiglich einer
Integration iber £ im Limes n— 0 durch

2 n—0 am
P (]

L O(E—&4) (45)
ersetzt werden kann 6, Dies ist nur dann erlaubt, wenn der gesamte Integrand (| D4(E)? ist proportional
1/k* fiir k— ~) im Unendlichen hinreichend rasch verschwindet. Alle in (44 b) auftretenden Wellen-
vektoren liegen somit auf der gleichen Energieschale E. Ferner ist im Fall n— 0 von Vorteil, da8 die Eli-
mination der Vorwirtsstreuanteile (Beschrankung auf irreduzible Summanden) ohne EinfluB ist. Dies
wurde an einigen Beispielen verifiziert. Man kann sich davon auch durch folgende anschauliche Uberlegung
iiberzeugen: Die von einer Storstelle in einer bestimmten Richtung Kk gestreute Intensitit ist proportional
1/V; da nun die Propagatoren S, winkelunabhingig sind, existieren keine Vorzugsrichtungen, in denen die
Intensitdt im Limes V' — oo durch giinstige Interferenz endlich werden konnte. SchlieBlich beriicksichtigen
wir, dal die Winkelabhingigkeit der Streumatrizen t(k, k') sich auf die n-Abhingigkeit der Ausdriicke
(44'b) nicht auswirkt und deshalb beim Aufsuchen der im Limes n— 0 divergierenden Terme vernach-
ldssigt werden kann. Die inkohdrenten Interferenzterme, die durch o;=f; gekennzeichnet sind, weisen
nun folgende Storstellenabhéngigkeit auf:

l z ’ SkE(Ral = Ra,) [2 j SkI‘I(Ra, - Rus) P e , SkE(Raz—l - Ra;) 52
Voatat. ta
- (_ 1 2 m)l'l 7e}p_{7:2 xR, — R, 1}7 exp{ — 271!}17,“1 - Ral}i (46)
V 11*“:*---#41 4' T h2 ’ Rax - Rﬂz ‘ ’ ‘ Rﬂx~1 - Rm [ ’

Hierin haben sich die imagindren Phasen i kg | Rai— Rej. 1| vollstindig kompensiert. Aus der Summe
(46) betrachten wir nun nur diejenigen Summanden, in denen die Storstellen a;, a,,...,a paarweise
verschieden sind und berechnen diese Untermenge durch Mittelung iiber die Lage jeder Storstelle gemif}
der weiter oben angegebenen Vorschrift. Man erhilt fiir (46) unter Vernachlissigung von Termen der
GroBenordnung 1/V

1 @ W = !Y, daRu: i d3Rﬂ: \‘ diB,“l
17[ al..z.al ] _V(N_l)g V (N_‘?‘)S V ---(N_l)u V . o
paarw. versch.
_ (_ 1 2m ™ (2«7)"‘ ol (47)
47 h2 ) pr ’

Da % nach Formel (41) proportional n und die in den Termen (44)b noch auszufiihrende Summation

kZ’leP | Dy ... wegen (45) proportional 1/#? ist, divergieren die inkohirenten Interferenzterme mit
o

paarweise verschiedenen Storstellen (im Limes n— 0) wie behauptet von der Ordnung 1/n. Zur Diskussion
der tbrigen Terme aus (44 b) klassifizieren wir die Summen iiber Rj; nach der Anzahl [ der verschie-
denen Storstellen, iiber die gemdfl der Kohn-Luttinger-Mittelung unabhéngig zu integrieren ist. In den
kohédrenten Termen werden im Gegensatz zu (46) nicht alle imagindren Phasen kompensiert. Bei der In-
tegration Uber die [ unabhingigen Storstellen treten dann ein oder mehr Koeffizienten » additiv neben
kp~k: auf und fiihren zu Termen, die proportional (1/x)"~! mit '’ <1—1 sind. Das bedeutet, da} die
kohdrenten Terme im Limes n— 0 endlich oder Null sind. Ebenfalls vernachldssigbar sind diejenigen in-
kohirenten Terme von (46), in denen nicht alle Stérstellen paarweise verschieden sind. An Stelle von In-
tegralen der Form [ d3R e *R/R? tritt hier mindestens ein Integral des Typs [ d3R e *R/R* mit v = 3
auf, das im Limes x— 0 weniger singular ist 9.

Die zu 1/n proportionalen Streuterme fassen wir in der ,vierstelligen* Funktion S(k, , k,; k;, k,) zu-
sammen, in der die Summationen tber die Zwischenzustinde und tiber die Storstellen wieder riickgingig

19 Die untere Grenze von R ist ungleich Null, da R nach Herkunft den Abstand zweier verschiedener Stirstellen bedeutet.
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gemacht worden sind

Skak"; k7k = tmk9k" tf‘x,ksk)
( . - y 4) [:z,-paar\g\'ersch.] < ( . -) & ¢ (4‘8)

b3 bt oy Te) i (E) 065, ) 5, Oy, Ke) Diy (E) 15, (g, Be)) +..)

Es gilt dann o

n—0

Kinns= s 3 kiki'|Du (B)2| D (E)ES(h,K's K, K) +0(1). (49)

Die Terme (43b) aus K;} naiag sind im Limes n— 0 konvergent und deshalb vernachlissigbar. Dies folgt
sofort aus der Tatsache, daB8 [ d®k D;2 im Limes n— 0 endlich ist, im Gegensatz zu | d3k|D;[? [vgl.
(45)]. Es sind jetzt noch die Diagonalterme K diag und KJ diag zu untersuchen, die nach (39) in folgen-
der Form zu 0;;(E) beitragen:

N - 1 19
Realt K;)— diag — K{j diag = gkl kj(Realt D;Z, — ’ D, ") . (50)

Da fiir k— oo [Realt Di—|D;[?] ~1/kS ist, stammt im Limes x—> O der einzige singulire Bestandteil

aus der Umgebung k=~kg des Terms | Dx[2. Der Ausdruck (50) darf deshalb durch — = k; k; | Dy |2 ersetzt
k

werden, wobei |Dk [2 durch (45) darzustellen ist. Der Diagonalteil liefert also einen weiteren ,,1/n“-Term,
so daB} gilt:

=0 ks €2

oy(E) = o ou |y Shik | D+ g5 3 ki | Dl Dy S,k K, K) +0(1) (51)

Um zur Boltzmann-Gleichung zu kommen, miissen wir den Zusammenhang zwischen dem Leitfdhigkeits-

tensor o;(E) und der sogen. Verteilungsfunktion ®; herstellen, Es gilt 20
oi=— o [@lek @00 5L, (52)
wobei [ die Fermi-Verteilung darstellt. Eine Umformung ergibt
o= — s [AE 5L [ ek o(E— ) By(H). (53)
0

Vergleicht man den Ausdruck (53) mit (51) und beriicksichtigt die Definition (37) fir o;(E), so er-
halt man

S(E—ex) By(k) = 5| Du(B)[2(k; +; v | D (E) 2 k) S(he, K5 Ko, K ). (54)

Wir zeigen, daf} die durch (54) gegebene Verteilungsfunktion der linearisierten Boltzmann-Gleichung in
der Form 2!

LB )= bk mit L) = SW () (k) - (k) (55)

geniigt, wobei W (k, k') eine geeignete Ubergangswahrscheinlichkeit ist. Hierzu gehen wir von der zu (48)
angegebenen unendlichen Reihe fiir S(K;, Ks; k3, k,) aus und fithren in den einzelnen Termen die Kohn-
Luttinger-Mittelung iiber die Lagen der Storstellen durch, wobei die Relation (24) verwendet wird. Man
erhilt, wenn Terme von der GroBenordnung 1/V [s. (47)] vernachlassigt werden,

Sk, k' k, k') =Sk, k) =n|t(k, k) + ,kz; n|t(k, k)2 | Du, (E)2n|e(hy, k)2 +.... (56)

20 A, H. WiLsoN, The Theory of Metals, University Press, Cambridge 1954.
21 H. Bross, J. Chem. Solids 4, 3, 661 [1958].
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Definiert man den ,,Vertexteil“ l;/(k, k') =n|t(k,Kk’) 2, so ist die Reihe (56) folgender Integralgleichung
dquivalent

Sk, k) = W(k,K) + kzﬁ?(k, k,) | D, (E)12 S(k,, K). (57)

Infolge der Mittelung iiber die Lagen der Storstellen, die zur Herleitung der Boltzmann-Gleichung not-
wendig ist, ist in der Funktion S(k,k’) die Information iiber die Ortskonfiguration der Storstellen ver-
loren gegangen. Zur Herleitung der Boltzmann-Gleichung multiplizieren wir nun Gl. (54) mit W (k, | 8]
und summieren iiber k’. Wenn man die rechte Seite der Gleichung mittels der Integralgleichung (57) ver-
einfacht, so erhalt man

1 =2 i » K2 1 , ,
a) S W) S(E—ex) () =57 5 | Du [Pk S(he, K)
(54 )6(E—-8k K2 (58)
g Tosy 21 = gm ki

| Dk(E)[? ist fiir kleine Storstellendichte n durch (45) zu ersetzen. Da beide in (58)b auftretenden Delta-
Funktionen durch denselben Limes-Proze3 entstanden gedacht werden konnen, diirfen sie gegeneinander
gekiirzt werden. Setzt man fiir » den Wert aus (41) ein und definiert die Ubergangswahrscheinlichkeit

W(k.K) = 27— W(k,K) (E—ew), so ergibt sich
SW (ke K) By(0) = "7 3 () By(k) — -k (59)
Wegen
S Wk, K) = 3 T3 ——),,—fd3k | t(he, )20 (E—ew) —n - 3 (k) (60)
erhalt man schliellich
SW (e k) (B00) - (k) = 1 k. (61)

Das ist genau die Boltzmann-Gleichung mit einer Ubergangswahrscheinlichkeit, die aus dem exakten Streu-
querschnitt einer Storstelle resultiert.

Herrn Professor Dr. H. BROss mochte ich fiir die Anregung zu dieser Arbeit und fiir die fordernden Diskus-
sionen herzlich danken.

Anhang
Zuerst berechnen wir den Term der Zweifachstreuung
1 2m exp{ik. —R,|}
oy 7% _ i bl S
J Tae ber) e o) exp{ —ike(R, ~ Ry} (— L A0 SRR )

Die Storstellensummation fithren wir zundchst ohne Beschrankung durch unter Verwendung der Kohn-
Luttinger-Mittelung

V—>oc
p*zp——> n® [d°R,[d°R, = n® [d’R,[d*(R,—R,). (2)
Man erhalt
n [ dQr R dR t(k, k) 1(kE, k) exp{ —ik R} “ " (— LAl (3)

Wir setzen k,=k: und benutzen die Niherung k: R> 1. Den Winkel zwischen k und R bezeichnen wir
mit . Durch fortgesetzte partielle Integration nach der Variablen cos ) kann man eine Potenzreihe nach
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Potenzen 1/k; R erzeugen **

A . 1 1 d . (4)
_J.ld cos ¥ exp{i k: Rcos 3} F (¥, @, R) =£1d cos® F(9, ¢, R) ThR dcosd exp{i k: R cos ¥}
1 . 9=0 1
= F(ﬂ, @, R) iik;iﬁ exp{z k; R cos 19} . +0 ((T;I'T)E) .
Mit dieser Methode erhdlt man fir (3) in erster Ndherung
S k k ,
2ant [dR ;Q[z (k,k¢ —k—)z (k; 7,lc)exp{—lR(k—k;)} 5)
0

(ke &, %)t(—k; 7’;,k)exp{m(mk;)}](—;lngh?)-

Wir setzen nun k=/%; und unterdriicken den ersten Term, der Vorwartsstreuung beschreibt. Es ergibt sich

2 1
— 3 2, ko) 5. (6)
Der Dreifachstreuterm (29)b lautet unter Verwendung von (2)
nt (= o G e, —k.) [ a9k R2 AR 1k, — KE) 1(06E, Te) R Re, @)
Setzt man wieder k, =k =k; und benutzt — 41; gﬁ? t(k,k®) =f(9) == f; P;(cos¥), so erhdlt man
27 2 1
—n? e, =k > () (1) 5y (8)

Die Storstellenpaare, die zur Vorwértsstreuung Anlal geben, bilden beim Term (7) Nullmengen und be-
diirfen deshalb keiner Sonderbehandlung.

22 W. KouN u. S. H. Vosko, Phys. Rev. 119, 912 [1960].



